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INTRODUCAO

No estudo da dindmica das interacBes entre particulas elementares, a teoria quantica de
campos fornece a estrutura teodrica relevante para a descricdo dos campos de forma
quantizada. Incluindo os campos de Dirac (de matéria), cuja interacdo € o elétron ou positron,
e 0 de Maxwell (eletromagnético), cuja interacdo é o foéton. Neste ultimo, verificamos uma
relacdo de simetria nas transformacgdes de calibre, ou seja, conserva a invariancia da
langrangeana quando hd uma mudanca de parametro, por exemplo, o potencial vetor. Quando
tais grupos s@o invariantes sob uma transformacdo do espago, 0s mesmos descrevem uma
simetria global.

No regime ndo relativistico, descrevemos as transformac6es entre dois referenciais inerciais
por meio das transformacdes de Galileo, cujas propriedades de simetria preservam as leis da
dindmica, através de suas representacoes irredutiveis.

Nesse sentido, compreender as equagdes de uma particula ndo relativistica se constitui no
inicio de qualquer estudo no importante tema da area de Fisica de Particulas e Campos para
aqueles que ja tiveram contato com as transformacdes de Galileo, algo de grande importancia.
Vale frisar que a area de Fisica de Particulas e Campos se constitui, por seu turno, em uma
area de pesquisa do Campo do Saber da Fisica. Ndo sem razdo esse tema é bastante estudado
na literatura.

O estudo equacdo de uma particula ndo-relativistica é de grande importancia para a formacéo
de um fisico, pois esta descreve 0 comportamento a particula em movimento num regime de
baixas velocidades. Além disso, para o estudo da invariéncia de calibre de uma particula, é
necessario saber seu comportamento, e representa-lo matematicamente.

METODOLOGIA

Na primeira etapa do trabalho seguimos um programa de estudos de revisdo do tema
Mecanica Quantica a partir dos textos classicos que tratam do assunto. Foram discutidos 0s
problemas basicos para uma perfeita assimilacdo de tal conteddo. Depois dessa fase, partimos
para o estudo dos artigos cientificos que abordam essa problematica e, assim, o estado da arte
de tal problema ficaria bem delimitado. Para a segunda etapa descrevemos as equacdes de
uma-particula, que é o passo inicial para a compreensdo da Teoria Quantica de Campos.

RESULTADOS E DISCUSSAO
1. Postulados da Mecanica Quéntica
A Mecanica Quantica pode ser resumida nos seguintes principios:
e Num tempo fixo t,, 0 estado de um sistema fisico é definido pelo vetor de onda |¥)
pertencente a um dado espaco de Hilbert;
e A cada observavel corresponde um operador hermitiano linear;
e O Unico resultado possivel de medicdo de uma quantidade fisica representada pelo
operador A é um dos autovalores do observavel correspondente;
e O espectro de autovalores forma um espectro completo;
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e Se a medida de uma quantidade fisica A sobre um sistema no estado |¥) der o
resultado a,, o estado do sistema imediatamente ap6s a medida € a projecao

. P, ¥ . . ;
normalizada (l;llp )W) comp, = Zf’;‘1|u‘n)(u’n| sobre 0 autoestado associado com a,;
n

e A evolucdo temporal de um sistema é dada por uma equacgdo de onda. Para o caso de
particulas de spin zero, é dada pela Equacédo de Schrédinger generalizada:

d
ih— [¥(O) = HO[P®)
onde H(t) é o observavel associado com a energia total do sistema.

2. Equacéo para particula livre ndo-relativistica
Geralmente é conveniente para a descricdo de um sistema fisico introduzir um sistema de
coordenadas particulares no espaco de Hilbert, isto é, escolher uma representacdo. Como
assume-se que cada observavel tenha um set de autofuncGes que gera um subespaco do
espaco de Hilbert de vetores de estado, essas autofungdes podem ser usadas como uma base
desse subespaco. A representacdo em que q, 0 operador posicdo, € diagonal, é chamada
posicdo ou representacdo de q; aquela em que o operador momento p € diagonal, a
representacédo de p.
Na representacdo q o vetor de estado |¥) é especificado por seus componentes na descricdo
da base |q), as autofuncdes do operador posicdo. Os componentes (q|¥) tém um significado
fisico direto: |{(q|¥)|*dq ¢ a probabilidade de que, ao ser realizada uma medida de posicéo, a
particula ser& encontrada entre q e q + dq. A autofuncdo satisfaz a equacéo q|q’) = q’|q’) e
0 espectro do operador q consiste dos pontos do espaco Euclidiano em trés dimensoes.
As autofuncdes |q’) ndo sdo normalizaveis, pois eles correspondem a autovalores em espectro
continuo, mas sdo normalizaveis para uma funcdo & (q’lq”)= 6® (g’ — q"). Um sistema
fisico e representado por um vetor de estado e corresponde a um pacote de onda. Assim uma
particula localizada ao redor de g’y pode ser representada por um vetor| ) = [ dqf(q —
q0) |q’), onde f tem um pico ao redor de q,. A condi¢do de normalizagdo para esse vetor | )
e(|)= [dqf (@)f(q), entdo | ) serd normalizado se f for quadrado integravel. A
relacdo de completeza pode ser escrita como [ |q’)dq’{q’| = 1. A representacdo do operador
p € obtida usando-se a regra de comutacéo [q;, p;] = ih6lj.
Pegando os elementos de matriz q’, q” do comutador e usando a relacdo de completeza
obtemos entdo (q”llq,, psllq’) = ihdrs(q@'—q") = (g — q,)(q"Ipslq’). Portanto,
lembrando que x&'(x) = —4&(x), noés achamos (q'|pslq’) = —ihd{q"|q")/dqs,.
Similarmente, a representacdo do momento é caracterizada por vetores da base, os quais tém
as seguintes propriedades:
plp) = p'Ip’);
@' lp")= @@ - p:;
[1phdp'(p'| = 1.

a(plllpl)

A representacdo do operador q é dada por (p"lqup') = ihT' A funcdo de

transformacdo unitaria (q’|p’) que nos permite transformar da representacdo q para a
representacdo p é obtida através do produto escalar da primeira propriedade com o bra {(q’|,
ou seja, p{q'lp) = (qlplp) = [{q'lplq")dq"(q"|p’) = —ihVq(q'|p’). Resolvendo
essa equacdo diferencial, nds obtemos (q'|p’) = lexp{%}, onde a constante A é
determinada para um fator constante de modulo (2mh)~3/2 do requerimento que
J{aqIpdp'p'la”) = (q'lq") = §*(q' — q"). A funcdo de onda ¥(q) =(q'|¥) em
espaco de configuracdo € entdo relacionada a funcdo de onda do espaco do momento



d(p) = (p’|¥) pela transformacio de Fourier: ¥(q) = (q'|¥) = [dp{q'|p’Xp'|¥) =

@mh)"z2f dpexp {2} o ().

Para uma particula livre ndo relativistica, o operador Hamiltoniano H é essencialmente
determinado pelos requisitos de que seja translacionamente e rotacionalmente invariante e de
que se transforme como uma energia sob transformagdes Galileanas. Invariancia de translacéo
implica que H n3o depende da posicio g da particula. E, desta forma, uma funcio apenas de
p, e para ser rotacionalmente invariante, s6 pode entdo ser funcdo de p?.

A relatividade Galileana requer que H = p?/2m, onde m é a massa da particula. As
autofuncbes |E) de H sdo determinadas pela equacdo H|E’) = E’|E’). A completude e
ortogonalidade agora sdo escritas como [dE'|E'WE’| = 1 e (E'|E”) = 8(E' — E”),
respectivamente. As formas explicitas das autofungdes podem facilmente ser derivadas na
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representacdo q resolvendo-se a equacgdo <q|;’—m|E> = %qu(q’lE’) = E'(q'|E’).

Desde que H e p comutem, autofuncbes simultaneas desses dois operadores podem ser
obtidas. Verifica-se que para o caso de uma particula movendo-se em uma dimensdo,

1
(q|E,p) = C(E)exp {(ZmE)Ef}, é uma autofuncdo com autovalores E e p = Vv2mE. A

constante de normalizacdo C(E), determinada de maneira que a relacdo de ortogonalidade
1 1
. L1 , m 2 1/2 1 2
seja valida, é |C(E)|? = (@)2 . Sendo v = (2E/,) 7", Ic(B)? = (m)z
= 1 .
1/2rhv - |C(E)| = ($)Z, entdo (q|E,p) = (2nvh)‘1/zexp{(2mE)5%}. onde uma
constante de fase de modulo um foi omitida. A probabilidade de se encontrar a particula
descrita por |E) entre as coordenadas de posicdo g e q + dq é dado por |[{g|E})|%dq, que é
proporcional a dq/v, que é o tempo gasto no intervalo dg.

Finalmente, na representacdo de Schrddinger, a evolucdo no tempo da particula é governada

pela equacdo iho,|;t) = (ﬁ)pzl;t), que na representacdo g, com (ql;t) = ¥(q;t)é
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escrita ihd, ¥ (q;t) = (%) Vi¥(q;t). Os passos que levam a esta Gltima equacdo podem
ser sumarizados dizendo-se que na relacdo de energia-momento para uma particula livre ndo-
relativistica E = (ﬁ) p?, E é substituido pelo operador ihd, e p por -ih vezes o operador

gradiente, isto ¢, E — ihd, e p —» —ihV, e a expressao resultante para operar em ¥(g;t), a
funcdo de onda descrevendo a particula. A solucdo da equacdo de Schrodinger é entdo dada
por |;t) = exp {(%’;) (t — to)}l;to). Assim, o operador de evolucdo temporal U(t,t,) é
dado por exp{(—ip?/2mh)(t —t,)}. Na representacdo q, podemos escrever (ql;t) =
J dqo{qlU(t, to)lqoXqol; to), ou equivalentemente, Y(q;t) =
J dqoK(qt; qoto)¥(qo;to),  onde  K(qt;qoto) = (2mh)~*[ dp expli/hp-(q—
qo0)}exp{(—ip?/2mh)(t — t,)}. Do fato que U(t,t) =1, segue-se que K(qt,qot) =
53)(q — q,), que é claramente satisfeita pela equacio anterior, como requerido, de maneira
que a funcdo e onda seja uma identidade para t =t,. Agora a solucdo da equacdo de

Schrédinger é definida apenas para t > t,. E conveniente requerer que K = 0 parat < t,.

NOs podemos incorporar essa condicdo de contorno escrevendo K(qt;qoty) = 6(t —
1, set > 0 de

O,set < 0
modo que, d@(t)/dt = &(t). A equacdo diferencial obedecida por K é agora derivada da

equacdo anterior: ihatK(qt; qot,) = ithS(t —ty)8®(t —t,) - %qul{(qt; qoto), ja que

to){qlU(t, ty)lqe), onde 6(t) é uma funcdo degrau definida como: 6(t) = {



U(t,t) =1. K é funcdo de Green que resolve o problema de Cauchy para a equagdo de
Schrodinger para particula livre ndo-relativistica.

CONCLUSAO

Utilizando-se dos postulados da Mecanica Quantica, foi calculada a equacéo de uma particula
livre ndo-relativistica, utilizando-se a relatividade de Galileo, exigindo-se que o operador
Hamiltoniano seja translacionamente e rotacionalmente invariante e de que se transforme
como uma energia, ndo dependendo assim da posicdo da particula. Uma solugdo para a
equacdo de Schrodinger para esse caso foi encontrada, assim como o operador evolucéo
temporal. Pelas condi¢Ges de contorno, encontramos uma fun¢do de Green que resolve o
problema de Cauchy para a equacao de Schrédinger para o caso de uma particula livre ndo-
relativistica.
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