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INTRODUCAO

Nas Ultimas décadas o estudo das propriedades eletromagnéticas de meios
estratificados (multicamadas) tem sido de grande importancia para a producdo de materiais
cujas aplicacdes sdo voltadas tanto para a dptica quanto para a eletrbnica. As condicGes de
contorno nas interfaces entre camadas afetam o comportamento do campo eletromagnético
que se propaga pelo meio estratificado, ou seja, as propriedades 6ticas dependem ndo apenas
das substancias que compde o meio, mas da forma como as camadas estdo ordenadas, aqui
aparece a importancia do estudo desses sistemas. Segundo Kohmoto (1987), a propagacéo de
ondas eletromagnéticas em multicamadas quase periodicas cuja ordenacdo segue uma
sequéncia de Fibonacci, revela um comportamento multifractal para a medida do coeficiente
de transmissdo em funcdo do caminho Otico, corroborados por resultados teoricos e de
simulacdo numérica do coeficiente de transmissdo em funcdo do comprimento de onda. Para
efeito de simulacdo numérica, se duas ou mais camadas com diferentes indices de refracédo
forem arranjadas segundo uma seqiiéncia de Fibonacci, o resultado desse arranjo é uma
multicamada quase-periddica, onde a quase-periodicidade estaria relacionada a repeticdo das
propriedades Oticas das camadas, e a “aleatoriedade” estaria relacionada ao modo como
ordenamos as mesmas. Neste trabalho reproduzimos os resultados obtidos por Kohmoto, além
da proposta de um experimento didatico onde pretendemos avaliar esses resultados.

METODOLOGIA

No estudo das propriedades eletromagnéticas de meios estratificados é extremamente
importante compreender de que maneira ocorre a propagacdo da luz através das camadas.
Vamos analisar a propagacdo de uma onda plana através de uma multicamada composta por
dois materiais (A e B) de indices de refragcdo diferentes. Se olharmos a propagacéo do campo
eletromagnético na interface, as condi¢des de contorno para as componentes tangenciais dos
campos elétricos e magnéticos nos déo:

EQ +EQ = EQe'® + EPe s (1)
n, cos(8,)[EL —E@]=n, cos(d,)[EPe —EPe ] 2

Onde &, =k.d.cos(d;) € o caminho 6tico. A partir das equagGes um e dois obtemos
a matriz de transferéncia entre as camadas A e B, que pode ser simplificada através das
transformacdes abaixo:

E.=E®+E® E =E®-E®/i

Logo obtemos:
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(3) Eal_|1 0 cos(5;) —sen(dg) || E.q
E,.| |0 ngcos(d,)/n,cos(d,)]|sen(s;) cos(S,) || Eg

A equacéo (3) se resume a:
S| _1(aB)T(B)| = 4
= [=T(AB)T(B)) @

_A -B

A partir das equacOes trés e quatro temos que T(AB) é a matriz que representa a
propagacdo da onda eletromagnética através da interface AB, e T(B) descreve a mudanca de
fase devido a propagacéo dentro da camada B. Por simetria obtemos:

T(BA)={1 0 } T(A)z{cos(dA) —sen(§A)}
0 n,cos(@,)/n, cos(dy) sen(o,) €0s(d,)

Entdo podemos escrever a expressdo do coeficiente de transmisséo:
4
T=- ®)
> M +2.det[M, ]
ij=1

Onde M;;: é a matriz de transferéncia total do meio, ou seja, o produto das matrizes de
propagacao.

Conhecido a forma como o campo se propaga nas camadas e nas interfaces podemos
apresentar a construgdo das camadas. Considerando um meio estratificado composto por dois
tipos de materiais A e B ordenados segundo uma sequiéncia de Fibonacci, podemos organizar
as camadas segundo a seguinte férmula de recorréncia:

SJ+1 :{83—1’ SJ}

Onde So={B} e S;={A}. Portanto podemos associar a matriz de transferéncia total a
seqliéncia de Fibonacci através da formula de recorréncia para a construcdo das camadas,
através do produto das matrizes de propagacao (T) podemos escrever a matriz de transferéncia
total M(J) relacionada a cada geracdo (J) da sequiéncia de Fibonacci. Logo obtemos a
seguinte relacdo de recorréncia:

M(J)=M(J-2).M(J-1); se J for um numero par
M(J)=M(J-2).T(AB).M(J-1); se J for um namero impar.

Onde M(1)=T(A) e M(2)=T(B).T(BA).T(A).

Conhecido como o campo eletromagnético se propaga e como montamos 0S meios
estratificados através da seqliéncia de Fibonacci, utilizamos o software cientifico SCILAB
(freeware), e a partir do modelo matematico discutido, construimos um algoritmo para
calcular o coeficiente de transmissdo em fungdo do caminho oOtico, foi utilizado para a
simulacdo computacional camadas de vidro (indice de refracdo n=1.52) e ar (indice de
refracdo n=1). Construimos o algoritmo de modo que fixamos o0 niUmero camadas e variarmos
somente a espessura.

RESULTADOS

Tomamos a incidéncia normal onde 6,= 65=0 e escolhemos a fase §, = 8§z = §, com
0 intuito de simplificar o célculo das matrizes de transferéncia (Kohmoto, 1987). Imprimindo
o gréfico do coeficiente de transmissdo pelo caminho 6tico (ambos adimensionais) obtemos:
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escala evidenciada principalmente nos gréaficos da figura 2.
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Figura 1: Gréfico da nona geragdo da seqiiencia de Fibonacci (55 Camadas), onde variamos a escala do caminho 6tico no grafico
A e obtemos o grafico B.

1.0

0.8

0.6

0.44

0.2

0.0

0.8

0.6

0.4+

35 40 4 50 55 60
Caminho Otico
GV

U

0.0

45 46 47 48 49
Caminho Otico
©)

smissdo

Coeficiente de Tran

0.8

0.6

0.4+

0.2

0.0

Coeficiente de Transmissio

40 42 44 46 48 50 52 54
Caminho Otico
(B)
4.66 4.68 470 47 474 476
Caminho Otico
(D)

Figura 2: Gréafico da décima segunda geracéo da seqiiencia de Fibonacci (233 Camadas), onde variamos a escala no caminho 6tico
do gréafico A e obtemos os demais, podemos observar claramente a invariancia por escala nos gréficos B e C.

Portanto conseguimos reproduzir os resultados obtidos por Kohmoto (graficos A e B
da figura 1 e graficos A e D da figura 2), onde podemos observar com clareza o
comportamento multifractal do coeficiente de transmissdo através de sua invariancia por

CONSIDERAGCOES FINAIS
A partir dos graficos obtidos podemos observar a invaridncia por escala do
comportamento do coeficiente de transmissao independente da geracdo da seqiiéncia de
Fibonacci que tomamos. Isto caracteriza o comportamento multifractal do coeficiente de
transmisséo, conforme € enfatizado por Kohmoto.
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Como perspectiva futura, pretendemos aplicar o0 método matricial proposto por Pochi
Yeh (1979) para a propagacgdo de ondas eletromagnéticas em meios estratificados, a fim de
realizarmos uma simulacdo computacional semelhante a apresentada neste trabalho. Também
pretendemos realizar de um experimento onde utilizaremos materiais de facil aquisi¢cdo como
acrilico, vidro, agua e 6leo, com o intuito de avaliarmos os resultados obtidos por Kohmoto.
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